
La coupe des vêtements selon Tchebychev

Étienne Ghys

Unité de Mathématiques Pures et Appliquées

UMR 5669 CNRS – École Normale Supérieure de Lyon

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Un modèle de mathématicien ?

Pafnouty

Tchebychev
(1821-1894)

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Un modèle de mathématicien ?

Pafnouty

Tchebychev

(1821-1894)

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Un modèle de mathématicien ?

Pafnouty

Tchebychev
(1821-1894)

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Pafnouty Tchebychev 1821-1894

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Quatre thèmes de recherche :

Probabilités

Théorie des nombres

Analyse

Géométrie
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Probabilités : loi des grands nombres
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Probabilités
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Théorie des nombres : distribution des nombres premiers

Les grands nombres sont rarement premiers...
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Théorie des nombres : distribution des nombres premiers

Théorème : Pour n grand, la probabilité pour qu’un nombre
entier inférieur à n soit un nombre premier est de l’ordre de 1

ln n

Il y a 404 204 997 nombres premiers inférieurs à 1010.

La proportion est donc 0,0404204997.

Pas trop loin de 1
ln 1010 ' 0, 043429....
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Théorie des nombres : distribution des nombres premiers

Preuve de la conjecture de Bertrand :

Théorème : Pour tout entier n, il existe un nombre premier
compris entre n et 2n.
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Théorie des nombres
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Analyse et mathématiques appliquées
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Analyse et mathématiques appliquées

Théorie de l’approximation (polynômes de Tchebychev) :
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Sur la coupe des habits
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Tissu
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Tissu

Les petits carrés deviennent des losanges.
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Quelles sont les surfaces qu’on peut habiller ?

Définition : Une surface est “habillable" si elle peut être
paramétrée par Φ : U ⊂ R2 → R3 de telle sorte que ∂Φ/∂x et
∂Φ/∂y sont de norme 1 (mais peut-être pas orthogonaux).
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Quelles sont les surfaces qu’on peut couvrir avec du papier
sans faire de plis ?

Définition : Une surface est plate si elle peut être paramétrée par
Φ : U ⊂ R2 → R3 de sorte que ∂Φ/∂x et ∂Φ/∂y ont une norme 1
et sont orthogonaux.

Un cylindre...
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Quelles sont les surfaces qu’on peut couvrir avec du papier
sans faire de plis ?

Un cône

D’autres surfaces ?

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Quelles sont les surfaces qu’on peut couvrir avec du papier
sans faire de plis ?

Un cône

D’autres surfaces ?
Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Quelles sont les surfaces qu’on peut couvrir avec du papier
sans faire de plis ?

Vieux théorème : Une surface plate est réglée.

Vieux théorème : Une surface est plate si et seulement si elle est
développable.
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Quelles sont les surfaces qu’on peut couvrir avec du papier
sans faire de plis ?

Vieux théorème : Une surface plate est réglée.

Vieux théorème : Une surface est plate si et seulement si elle est
développable.
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Réglé mais pas développable
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Réglé et développable

Rose, Sheffer, Wither, Cani, Thibert : Developable Surfaces from
Arbitrary Sketched Boundaries, Eurographics Symposium on
Geometry Processing (2007)
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Retour sur les habits

Théorème : TOUTES les surfaces sont LOCALEMENT habillables.

Il faut peut-être un nombre très grand de morceaux.

“Preuve : ”
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Hamac
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Un théorème de Tchebychev ?

Théorème : On peut habiller la sphère avec DEUX pièces, chacune
couvrant un hémisphère.
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La coupe des habits
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Mieux...

Théorème : On peut habiller la sphère avec UNE pièce.
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Le patron
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Habiller la sphère
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Tchebychev.mov
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Une équation aux dérivées partielles

Si on veut habiller la sphère, l’angle entre les fils ω(x , y) doit
vérifier la relation suivante :

∂2ω

∂x∂y
= − sinω.

C’est l’équation de sine-Gordon.
Il y a une unique solution de la forme ω(x , y) = U(xy) où U est
une fonction de R dans R telle que U(0) = π/2.
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Une équation différentielle ordinaire

xU ′′(x) + U ′(x) + sinU(x) = 0

U(x) =
π

2
− x +

x3

18
+ · · ·
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Une série

U(x) =
π

2
− x +

1
18

x3 − 7
1800

x5

+
521

1587600
x7 − 31139

1028764800
x9

+
18279367

6224027040000
x11

− 11159392859
37866980511360000

x13

+
25289583956249

834966920275488000000
x15

− 4078693576473449
1286962346451285504000000

x17

+
15185544082366872679

45158479167098447306956800000
x19

− 21133178727426263957897
585732038608541625363763200000000

x21

+ · · ·
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Une remarque

Si on change les signes...

∂2ω

∂x∂y
= + sinω,

On habille le plan non-euclidien...
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Le monde non-euclidien de Poincaré

Supposons [...] un monde renfermé dans [un grand cercle] et soumis
aux lois suivantes :
La température n’y est pas uniforme ; elle est maxima au centre, et
elle diminue à mesure qu’on s’en éloigne, pour se réduire au zéro
absolu quand on atteint [le cercle] où ce monde est renfermé.
[...]
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Le monde non-euclidien

[...]
Je précise davantage la loi suivant laquelle varie cette température.
Soit R le rayon [du cercle] limite ; soit r la distance du point considéré
au centre de [ce cercle]. La température absolue sera proportionnelle
à R2 − r2.
Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps aient même
coefficient de dilatation, de telle façon que la longueur d’une règle
quelconque soit proportionnelle à sa température absolue.
Rien dans ces hypothèses n’est contradictoire ou inimaginable.
Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit à mesure qu’on
se rapprochera [du cercle] limite.
[...]
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Le monde non-euclidien
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Le monde non-euclidien
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Le monde non-euclidien

[..]
Observons d’abord que, si ce monde est limité au point de vue de
notre géométrie habituelle, il paraîtra infini à ses habitants.
Quand ceux-ci, en effet, veulent se rapprocher [du cercle] limite, ils
se refroidissent et deviennent de plus en plus petits. Les pas qu’ils
font sont donc aussi de plus en plus petits, de sorte qu’ils ne peuvent
jamais atteindre [le cercle] limite.
Si, pour nous, la géométrie n’est que l’étude des lois suivant lesquelles
se meuvent les solides invariables ; pour ces êtres imaginaires, ce sera
l’étude des lois suivant lesquelles se meuvent les solides déformés par
ces différences de température dont je viens de parler. [...] Qu’on me
permette pour abréger le langage, d’appeler un pareil mouvement
déplacement non euclidien.
Ainsi des êtres comme nous, dont l’éducation se ferait dans un pareil
monde, n’auraient pas la même géométrie que nous. [Si ces êtres
imaginaires] fondent une géométrie, [...] ce sera la géométrie non
euclidienne.

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Habillage d’une partie du plan non-euclidien
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Représenter le plan non-euclidien dans l’espace euclidien de
dimension 3 ?
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Représenter le plan non-euclidien dans l’espace euclidien de
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Proposition de Hilbert

Théorème : Les courbes asymptotiques d’une surface non-
euclidienne définissent un tissu de Tchebychev.
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Courbes asymptotiques
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Courbes asymptotiques
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Théorème de Hilbert

Théorème : Le plan non-euclidien ne peut pas se représenter dans
l’espace euclidien de dimension 3
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Un surface “nouvelle”
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Un surface “nouvelle”
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Pierre Gallais
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Habiller un ellipsoïde

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011



Habiller un ellipsoïde

Étienne Ghys Journées APMEP Grenoble Octobre 2011
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Habiller un ellipsoïde

Théorème : On peut habiller un ellipsoïde s’il est presque rond...
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Une équation !

∂2u
∂x∂y

= Γ111
∂u
∂x

∂u
∂y

+ Γ112

(
∂u
∂x

∂v
∂y

+
∂v
∂x

∂u
∂y

)
+ Γ122

∂v
∂x

∂v
∂y

∂2v
∂x∂y

= Γ211
∂v
∂x

∂v
∂y

+ Γ212

(
∂v
∂x

∂u
∂y

+
∂u
∂x

∂v
∂y

)
+ Γ222

∂u
∂x

∂u
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Habiller un ellipsoïde
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I-Math-ginez
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