Les « éléments de géométrie » de Clairaut (1741) :
une maniére moderne d'enseigner la géométrie ?
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PREFACE

AU 61QuE la Géométrid
/1 {oit par elle-méme abf-
== traite, il faut avoler ce=
pendant que les difficuleés qu’é~
prouvent ceux qui commencent 3
s’y appliquer; viennent le plusfou-
vent de la maniére dont elle eff
enfeignée dans les Elémens ordi=
naires. Ony débute tofjours par
un grand nombre de définitions ;
de demandes, d'axiomes; & de
principes préliminaires , qui fems
blent ne prometsre rienquedefes




La mefure des Terrains m’a
paru ce qu’il y avoit de plus pro-
pre 2 faire naitre les premieres
propofitions de Géoméuie ; &
ceft, en effet, lorigine de certe
Science , puifque Géométrie fi-
gnifie mefure de Terrain. Quel-
ques Auteurs prétendent que les
Egyptiens, voyaht continuelle~

ment les bornes de leurs Hérita~

ges détruites parles débordemens
du Nil, jettérent les premiers fon-
demens de la Géométrie, en cher-.
chant les moyens de s'affurer exac-
tement de la fituation de I'éten-
dué & de la figure de leurs do-

‘maines.



QuEuclide f¢ donne la peine
de démontrer, que deux cercles
qui {e coupent n’ont pas le méme
centre , qu'un triangle renfermé
dans un autre , ala fomme de fes
cétés plus petite que celle des c6-
tés du triangle dans lequel il eft
renfermé ; on n'en fera pas furpris.
Ce Géométre avoit 3 convaincre
des Sophiftes obftinés, qui fe fai-
foient gloire de fe refufer aux vé-
rités les plus évidentes : il falloit
donc qualors la Géomérie edt,
commela Logique, le fecours des
raifonnemens en forme , pour fer-
mer la bouche 3 la chicanne. Mais
les chofes ont changé de face.
Tout raifonnement qui tombe fur
ce que le bon fens {eul décide da-
vance, eft aujourd’hui en pureper-
te, &neft propre qu'id obfcurcir
la véricé, & 2 dégotiter les Lec-

teurs.



Enfin, commej'ai choifi la me-
fure des Terrains pour intérefler
les Commengans, ne dois-je pas
craindre qu'on ne confonde ces
Elémens ayec les Traités ordinai-
res d’Arpentage ! Cette penfée ne
peut venir qua ceux qui ne confi-
déreront pas que la mefure des
Terrains n’eft point le véritable
objet dé ce Livre, mais-qu'elle me
fert feulement d’occafion pour fai-
re découvrir les principales véri~
tés géométriques.



La surface d’une sphire est formde par la révolution
d'un demi-cercle autour de son diamétre. On peut
comparer la surface d'une sphére & celle qui est pro-
duite par un polygone régulicr d'un nombre infini de
cdiés tournant autour de son diaméire.

Soit X (fig. 136)lasphére dont on veut mesurer Ia su-
Fig. 136. perlicie; il est évident que l'on peut
concevoir ce solide comme produit par
la révolution d’'un demi-cercle AMB
autour de son diameétre AB.

" Supposons d’abord qu'au lieu de la
demi-circonférence nous ayons un
polygone régulier d'un nombre infini
de petits cotés, on, si I'on veut, d'un

trés-grand nombre de cétés, et proposons-nous seule-

ment de mesurer lajsurface Z (fiy. 137), produite par la
Fig. 137. révolution de ce polygone. Il sera
facile de passer ensuite de la mesure
de cette surface 4 la mesure de la
surface de la sphére, ainsi que nous
avons passé de la mesure des figures
rectilignes 4 celle du cercle.




Circulaire n° 71 370 du ministére de |'Education nationale
(1972, classes de quatriéme ).

« On appelle droite un ensemble D d’éléments dits points, muni
d’une bijection g de D sur R, et de toutes celles f qui s'en
déduisent de la maniére suivante : a étant un nombre réel arbitraire,
on a : soit f(M) = g(M) + a, soit f(M) = —g(M) + a. La famille
des bijections f s'appelle une structure euclidienne. Si M, M’ sont
deux points de D, le nombre positif d(MM') = |f(M') — f(M)| ne
dépend pas du choix de f et par suite ne dépend que de la
structure euclidienne de D : d(M, M") est la distance des deux
points M et M’ »



« La ligne droite est la plus courte d'un point a un autre, et par
conséquent la mesure de la distance entre deux points. »






Fig. 91.
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« Faire un carré double d'un autre. »




« Faire un carré double d'un autre. »




« Faire un carré double d'un autre. »




« Faire un carré double d'un autre. »




« Faire un carré égal a deux autres pris ensemble »



« Faire un carré égal a deux autres pris ensemble »



Théoréme de Pythagore



« Donc, qu'on divise le co6té d'un carré en tel nombre de parties
qu’on voudra, la diagonale de ce carré ne contiendra pas un nombre
exact de ces mémes parties : ce qu'on exprimerait dans le langage
des Géométres, en disant, que le coté du carré et sa diagonale sont

incommensurables. »
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des Géométres, en disant, que le coté du carré et sa diagonale sont

incommensurables. »




« Donc, qu'on divise le co6té d'un carré en tel nombre de parties
qu’on voudra, la diagonale de ce carré ne contiendra pas un nombre
exact de ces mémes parties : ce qu'on exprimerait dans le langage
des Géométres, en disant, que le coté du carré et sa diagonale sont

incommensurables. »

a-(b-a)=2a-b



« Mais de ce que plusieurs lignes sont incommensurables avec
d'autres, peut-étre pourrait-il naitre quelque soupcon sur
I'exactitude des propositions qui nous ont servi a constater la
proportionnalité des figures semblables. (...) On en vu qu’en
comparant ces figures, nous avons toujours supposé qu'elles avaient
une échelle qui pouvait également servir & mesurer toutes les
parties : supposition qui maintenant permettrait devoir étre limitée,
a cause de ce qui vient d'étre dit. |l faut donc que nous revenions
sur nos pas et que nous examinions si nos propositions, pour étre
vraies, n'auraient pas elles-mémes besoin de quelques
modifications. »



« Donc nous avons rigoureusement démontré que lorsque deux
triangles ont les mémes angles, ils ont leurs cétés proportionnels,
soit que leurs cétés aient une commune mesure, soit qu'ils n'en

aient pas. »



) Triangles
et paralléles




Activités de découverte

=TT : Un triangle et deux milieux

Conjecture avec TracenPoche

a. Construis un triangle THE.
En utilisant le bouton f place le point O milieu de
[TH] et le point L milieu de [TE].
Trace la droite (OL).
A l'aide du bouton / fais apparaitre les longueurs
des segments [OL] et [HE].

b. Déplace les sommets du triangle et note, sur ton cahier, les longueurs OL et HE pour
quatre triangles différents. Que remarques-tu ?

c. Déplace les sommets du triangle. Comment semblent étre les droites (OL) et (HE) ?
Dans la fenétre Analyse, saisis : « position(OL,HE) = » puis appuie sur la touche F9.
Déplace a nouveau les sommets du triangle. Qu'indique Tracenpoche ?



A Démonstration

a. Trace un triangle ABC, place | le milieu de [AB] et ] le
milieu de [AC].
On souhaite montrer que les droites (lJ) et (BC) sont B
paralléles et que la longueur du segment [I]] est égale a la ]
moitié de celle du segment [BC].

. Construis le point K symétrique de | par rapport a J. Montre ¢
que le quadrilatére AKCI est un parallélogramme. Que peux-tu en déduire pour les
droites (KC) et (Al) 7 Pour les segments [KC] et [Al] ?

T

c. Que peux-tu dire des segments [Al] et [IB] ? En utilisant le fait que les points A, | et B
sont alignés et la question b., que peux-tu dire des segments [IB] et [KC] ? Montre que
le quadrilatére IKCB est un parallélogramme.

d. Déduis-en que les droites (I)) et (BC) sont paralléles. Montre que I} = % BC.

e. Ecris les deux propriétés que tu viens de démontrer.



X : Et avec le tiers ?
s

Reproduis la figure ci-contre, avec SC=9cm; Sl =6,3cm et
telle que les droites (PU), (EA) et (Cl) sont paralléles.
P

E Mesure les segments [SU], [UA] et [All. Que remarques-tu ? U
EH Démonstration E
a. En te placant dans le triangle SEA, montre que le point U est le A
milieu du segment [SA].
C

b. On appelle X le point d'intersection des segments [EA] et [CU].
En te plagant dans le triangle PUC, montre que X est le milieu |

du segment [CU].

c. En te plagant dans le triangle UCI, montre que le point A est le milieu du segment [UI].

d. Que peux-tu alors affirmer pour les longueurs SU, UA et Al ?



Activités de découverte

1. G013 : Un cas plus général

M sur la figure ci-contre, le point M appartient au A
segment [AB], N appartient au segment [AC] et les
droites (MN) et (BC) sont paralléles.
a. En mesurant les longueurs des segments
[AM] et [AB], donne la valeur du rapport % . " N
b. Mesure les segments [AN] et [AC] puis donne

la valeur du rapport AC

¢. Mesure les segments [MN] et [BC] puis donne

MN
= C
la valeur de BC -

d. Que constates-tu? Pouvais-tu prévoir ce B
résultat ?



EA Que dit Tracenpoche ?

a. Construis un triangle ABC. A 'aide du bouton .+, place un point M sur le segment

[AB]. Construis la droite paralléle au cété [BC] passant par M. Appelle N le point
d'intersection de cette paralléle et du cété [AC].

Analyse

b. Dans la fenétre Analyse, saisis les expressions ci-contre puis Ej“(ﬁﬁ)f
appuie sur la touche F9. Quels calculs sont effectués ? Que iﬂiEMNBC));
permettent-ils de conjecturer ?

c. Déplace les points de la figure de maniére a faire varier le rapport % Que
constates-tu pour les autres rapports ?



Cours et méthodes essentielles

I - |5

roportionnalité des longueurs dans le triangle
A - Enoncé

Théoréme

Si, dans un triangle ABC, M est un point de la demi-droite [AB), N un point de la demi-droite [AC) et
les droites (MN) et (BC) sont paralléles
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« J'espére que cette méthode aura encore
une utilité plus importante,

c'est qu'elle accoutumera I'esprit a chercher et a découvrir. »

Alexis Clairaut




