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1665-66 : Annus mirabilis

« In the beginning of the year 1665 | found the Method of
approximating series and the Rule for reducing any dignity
of any Binomial into such a series. The same year in May
| found the method of Tangents of Gregory and Slusius,
and in November had the direct method of fluxions and
the next year in January had the theory of Colours and in
May following | had entrance into ye inverse method of
fluxions. And the same year | began to think of gravity
extending to ye orb of the Moon. All this was in the two
plague years of 1665-1666. For in those days | was in the
prime of my age for invention and minded Mathematicks
and Philosophy more then at any time since. »
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Juillet 1669 / 1771 : De Analysi per aequationes numero
terminorum infinitas
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1671, The method of fluxions and infinite series,
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(a) I can hardly tell with what pleasure I have read the letters of those
distinguished men Leibniz and Tschirnhaus. Leibniz's method for obt
convergent series is certainly very elegant, and it would have sufficiently revealed:
genius of its author, even if he had written nothing else. But what he has scat
elsewhere throughout his letter is most worthy of his reputation—it leads us
hope for very great things from him. The variety of ways by which the same

before 1 knew the divisions and extractions of roots which I now use. And
explanation of this will serve to lay bare, what Leibniz desires from me, the basis of
theorem set forth near the beginning of the former letter.

At the beginning of my mathematical studies, when I had met with the works of
celebrated Wallis, on considering the series by the intercalation of which he hi
exhibits the area of the circle and the hyperbola, the fact that, in the series of
whose common base or axis is x and the ordinates

= (=3 (=x, (1=x, (=2, (1- 2, e, .
if the areas of every other of them, namely
X, x =43, x—3x3 4+ 4x5, x =3+ 35 47 et

could be interpolated, we should have the areas of the intermediate ones, of which
first (1 — x?) is the circle: in order to interpolate these series I noted that in all of
the first term was x and the second terms 9x*, 4x?, x*, 4x?, etc., were in arithmeti
progression, and hence that the first two terms of the series to be intercalated ought
bex —4(hx?), x —4@3x%), x — 4(3x3), ete. To intercalate the rest I began to reflect {
the denominators 1,3,5,7, etc. were in arithmetical progression, so that

i fTici of the only were still in need of investigation. But i
thealternately given areas these were the figures of powers of the number 11, namely:
these, 1%, 11", 112, 11, 11%, that is, first 1; then 1, 1; thirdly, 1.2, 1; fourthly 1,3, 3,
fifthly 1,4,6.4, 1, etc. And so I began to inquire how the remaining figures in t]
series could be derived from the first two given figures, and I found that on putting
for the second figure, the rest would be d by iplication of t]
terms of this series,

mfoxm—lxm-2xm73xm—4 -

1 2 3 4 5 |

For example, let m =4, and 4 x 4(m — 1), that is 6 will be the third term, and

6x 4(m —2), that is 4 the fourth, and 4 x 4m —3), that is 1 the fifth, and

1 x 4(m — 4), that is O the sixth, at which term in this case the series stops. Accordingly,

T applied this rule for interposing series among series, and since, for the circle, the
second term was 4(4x%), 1 put m = 4, and the terms arising were

1 4-1

1
2T o b X

}-2




and so to infinity. Whence I came to understand that the area of the circular segment
which I wanted was

And by the same reasoning the areas of the remaining curves, which were to be
inserted, were likewise obtained: as also the area of the hyperbola and of the other
alternate curves in this series (1+ x2)Y, (1 +x%), (1 4+ x%)%, (1 + x?)3, etc. And the
same theory serves to intercalate other series, and that through intervals of two or
more terms when they are absent at the same time. This was my first entry upon these
studies, and it had certainly escaped my memory, had I not a few weeks ago cast my eye
back on some notes.
But when I had learnt this, I immediately began to consider that the terms

(= (1=x) (1=x)L (1=-x)L ete,
that is to say,

1, 1-x2,

1—2x*+x*, 1—3x%+3x*—x% et

could be interpolated in the same way as the areas generated by them:and that nothing
clse was required for this purpose but to omit the denominators 1,3,5,7, etc., which
are in the terms expressing the areas: this means that the coeficients of the terms of the
quantity to be intercalated (1 — x?)*, or (1 — x2)%, or in general (I — x?)™, arise by the
continued multiplication of the terms of this series

m—1 _m-2 m-3

mx

so that (for example)

(1—x%)! was the value of 1 —4x? —hx* — kx® etc.,
B (1=x3 of 1—3x+3x* +&x°, etc,
an
(1=x3)* of 1—4x?—4x* = F&x®, etc.

So then the general reduction of radicals into infinite series by that rule, which 1 laid
down at the beginning of my earlier letter became known to me, and that before I was
acquainted with the extraction of roots. But once this was known, that other could not
long remain hidden from me. For in order to test these processes, I multiplied

1—4x2 —§x* — f5x®, etc.
2 i6

into itself; and it became 1 — x?, the remaining terms vanishing by the continuation of
the series to infinity. And even so 1 — 4x? — §x* — §x®, etc. multiplied twice into itself
also produced 1 — x2. And as this was not only sure proof of these conclusions so too it
guided me to try whether, conversely, these series, which it thus affirmed to be roots of
the quantity 1 — x?, might not be extracted out of it in an arithmetical manner. And the



matter turned out well. This was the form of the working in square roots.

= (1 =4 = dx* — x5, etc.

—det 4 4

0 —fs — gt

After getting this clear I have quite given up the interpolation of series, an
made use of these operations only, as giving more natural foundations. Nor
any secret about reduction by division, an easier affair in any case.

(b) But in that treatise infinite series played no great part. Not a few other:
brought together, among them the method of drawing tangents which the
Sluse communicated to you two or three years ago, about which you wrote b
him] (on the suggestion of Collins) that the same method had been known to
‘We happened on it by different reasoning: for, as I work it, the matter needsn 0}
Nobody, if he possessed my basis, could draw tangents any other way, unless
deliberately wandering from the straight path. Indeed we do not here stick at eq
in radicals involving one or each indefinite quantity, however complicated th
be; but without any reduction of such equations (which would generally et
work endless) the tangent is drawn directly. And the same is true in ques
maxima and minima, and in some others too, of which I am not now s
foundation of these operations is evident enough, in fact; but because I cannot pre
with the explanation of it now, I have preferred to conceal it
6accdae13eff7i319nd04¢rrds81 12vx. On this foundation T have also tried to
theories which concern the squaring of curves, and I have arrived at certain.
Theorems. And, to be frank, here is the first Theorem.

For any curve let dz* x (e + fz")* be the ordinate, standing normal at the en
the abscissa or the base, where the letters d, e, [ denote any given quantities,
are the indices of the powers of the quantities to which they are attached. Put

0+1 d b .4
= of e+ 12 Q and m-n=n,

then the area of the curve will be

=r, A+r=s,

the letters A, B,C, D, etc., denoting the terms immediately preceding; that is,
term =%/s, B the term —((r — 1)/(s — 1)) x (eA)/(fz"), etc. This series, when r
fraction or a negative number, is continued to infinity; but when r is

integral it is continued only to as many terms as there are units in r itself;
exhibits the geometrical squaring of the curve. I illustrate the fact by example



(c) When I said that almost all problems are soluble I wished to be understood to refer
specially to those about which icians have hith d ,or
atleast those in which mathematical arguments can gain some place. For of course one
may imagine others so involved in complicated conditions that we do not succeed in
understanding them well enough, and much less in bearing the burden of such long

as they require. 1 lest I seem to have said too much—inverse
problems of tangents are within our power, and othersmore difficult than those, and to
solve them I have used a twofold method of which one part is neater, the other more
general. At present I have thought fit to register them both by transposed letters, lest,
through others obtaining the same result, I should be compelled to change the plan in
some respects.

Saccdae 10¢ffh11i43m9In60qgqrés 1 119y3x: 11ab3cdd 10eaeq 10ill4mTn603p3g6rSs L1Sux.

3acaedeghSidlamsnSogdr3séidv, aaddaececceiijmmnnooprrrssssstiuu.

This inverse problem of tangents, when the tangent between the point of contact and
the axis of the figure is of given length, does not demand these methods. Yet it is that
hanical curve thi ination of which depends on the area of an hyp The
problem is also of the same kind, when the part of the axis between the tangent and the
ordinate is given in length. But I should scarcely have reckoned these cases among the
sports of nature. For when in the right-angled triangle. which is formed by that part of
the axis, the tangent and the ordinate, the relation of any two sides is defined by any
equation, the problem can be solved apart from my general method. But when a part of
the axis ending at some point given in position enters the bracket, then the question is
apt to work out differently.

The communication of the solution of affected equations by the method of Leibniz
will be very agreeable; so too an explanation how he comports himself when the
indices of the powers are fractional, as in this equation 20 + x' — x%! — 7 =0, or
surds, as in (x+ % + x~ )1 = y, where /2 and /7 do not mean coefficients of x, but
indices of powers or dignities of it, and /3 means the power of the binomial
xv2 4 xv7. The point, I think, is clear by my method, otherwise I should have
described it. But a term must at last be set to this wordy letter. The letter of the most
excellent Leibniz fully deserved of course that I should give it this more extended reply.
And this time 1 wanted to write in greater detail because I did not believe that your
more engaging pursuits should often be interrupted by me with this rather austere kind
of writing.

The second anagram runs as follows:

‘Una dus consistit in i fluentis g itatis ex
simul involvente fluxionem ejus: altera tantum in assumptione Seriei pro
quantitate qualibet incognita ex qua caetera commode derivari possunt, &
in collatione terminorum homologorum aequationis resultantis, ad
eruendos terminos assumptae seriei.’ (‘One method consists in extracting a
fluent quantity from an equation at the same time involving its fluxion; but
another by assuming a series for any unknown quantity whatever, from
which the rest could conveniently be derived, and in collecting
terms of the Iting equation in order to elicit the terms of
the assumed series.”)
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FILLUXITIONS.

"A 1 obfervé que les Géometres modernes ont
la plufpart négligé la Synthefe des anciens,
% quils fe font appliqués principalement
a cultiver I'Analyfe; cette Methode les a
mis en érat de furmonter tant d’obftacles ,
quils one épuifé routes les Spéculations de
la Géometric, 4 Pexception de la Quadra-
. wre des Courbes & de quelques aucres
matieres femblables , qui ne font point encore difcutées; cela
joint a 'envie de faire plaifir aux jeunes Géometres, m'a engagé a
compofer le Traité fuivant, danslequel jai tiché de reculer encore
les limites de I'Analyfe, & de perfectionner la fcience des Lignes
Courbes.

TI. La grande conformité qui fe trouve dansles Opérations lit-
terales de 'Algebre , & dans les Opérations numeriques de I Arith-
metique; cetee reffemblance ou analogie , qui feroit parfaite, fi les
Caracteres n'éeoient pas differens, les premiers érant généraux &
ind¢finis, & les autres particulicrs & définis , devoit naturellement
nous conduire A en faire ufage ; & je ne puis qu'éere ¢ronné de ce
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que perfonne, & moins que vous ne vouliez excepter M. Mereator
de Quadratura Hyperbole, w'a fongé 4 appliquer & I'Algebre la
do@trine des Fractions Decimales, puifque cette application ouvre
la route pour arriver & des découvertes plus importantes & plus diffi-
ciles. Mais, puifquen effet cette dotlrine reduite en efpeces doit
avoir avec I'Algebre la méme relation que Ja do@rine des Nom-
bres Decimaux fe trouve avoir avee I Arithmetique ordinaire , il fuf~
fit de feavoir I'Arichmetique & I'Algebre, & d'obferver la corref-
pondance qui doic étre entre les Fractions Decimales & les Termes
Algebriques continués A Pinfini, pour faire les Opcrations de 'Ad-
dition, Souftradtion , Multiplication, Divifion & Extra&tion de Ra-
cines dans cette nouvelle fagon de calcul. Car comme dans les Nom-
bres les places & droite diminuent en raifon Decimale, ou Soude-
cuple, il en eft refpectivement de méme dans les efpeces , lorfgueles
Termes font difpoiés en Progreffion uniforme continuée & l'infini,
fuivant Pordre des dimenfions d’un Nominateur ou D¢nominateur
quelconque; & comme les Fra&tions Decimales ont Iavantage de
transformer en quelque fagon toutes les Fractions ordinaires & tous
les Radicaux en Nombres entiers, de forte que, lorfque ces Frac-
tions & ces Nombres fourds fone reduits en Decimales , ils peuvent
Cere traités comme des Nombres enticrs; de méme les fuites infi-
nies ont Pavantaze de reduire 3 la claffe des Quantités fimples toutes
les efpeces de Termes compliqués, tels que les Fradtions dontles Dé-
nominatcurs font des Quantit¢s complexes, les Racines des Quantités
compofées ou des Equations affeciées, & d’autres femblables ;c’eft-a-
dire quelles donnent la commodité de pouvoir les exprimer par une
{uite infinie de Fractions, dontles Numerateurs & les Dénominateurs
font des Termes fimpies , ce quiapplanir des difficultés, qui fousla for-
me ordinaire , auroient paru infurmontables. Je vais donc commencer
par faire voir comment ces Reduttions doivent fe faire, ou ce qui
eft la méme chofe, comment une Quantité compofée quelconque
peut étre reduite 3 des Termes fimples, dans les cas fur-tout ou a
Methode de calculer ne fe préfente pas d’abord ; jappliquerai enfuite
cette Analyfe & la folution Ecs Problémes. )

IT1. LaReduion par la Divifion & par 'Extra&tion des Ra-
cines fe concevra clairement par les exemples fuivans, en compa-
rant les facons d'opérer en Nombres & en Lfpeces:
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Exemples de Redution par Le Divifion.

V. La Frat’non éuant propofée, Divifes 22 par b = v de
la maniere qui fuit.
aaxt
b= x)ar-0 =7 &
aadraax
at ot
o+ , &e.
+

a® x* az x3 a® x4

. a >
Le Quoticnt cft donc 5 — 5=+ = — 7= 7 &
laquelle fuite érant continuée & linfini = b%i-f; + ou filon fait x lc

premier Terme du Divifeur de cette faqon, x ==b (aa o0, alors
aa _aab  aal® _aal g
le Quoucm fera &+ — =7 - —'x—, — %, &c.ce que l'on trouvera

par la méme mamcrc que ci-deffus.

7 . ' G il
V. De méme la Frattion 5, fe reduira & 1 — &2 == x4
w— x6 -~ x8 , &C. Ou bien 3 x = = x—+ = x—5 — x=3 , &C.

VI Et la Fra&tion 2xt—xt, fc reduira & 2xF == 26 o 75 ==

13 4% 4= 3451, &c.
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VI I convient ici d’obfcrvcr que je me fers de v=1 , x=2
x=3 5 x—4 , &c. au lieu de T, \' s x';, x—'” &e. de yi, 4t , &ty xt,
+ 5

&7, &c. au lieu de v x, sz,;/xr,‘ix,‘fx;,&dex_% *

x—*, &c. au licu de ‘77, Vv, 8C Ectcela par regle ¢’ Ana-
10"16, comme on peut le concevoir pat_ des Procremons Géome-
triques femblables a celles-ci, x3, x¥, &* , xt, ¥, &° ou 1, x-3,
X1, x-tya-t, &c.

VIII Ainfi au lieu de ii"‘ ‘—"i-l- %b, , &c. on peut erire
zax-y — aaby- {4 aab*s-" 5 &c

IX. EtaulieudeV s =57, onpeutccnrc“Tx; (EN. Sy L
au lieu du Quarré de za—xx, & :;_‘__'/y, au lieu de "/Zi’ _"_’)yy ,
& ainfi des autres,

X. Ainfi il convient affez de diftinguer les Puiffances en Aflirma~
tives , Négatives 5 Enticres & Rompués,
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Exemples de Redultion par I'Extraltion des Racine:,

X1 La quantité aa —+«x éant propofée, vous pouvez en ex-
traire la Racine quarrce, comme vous le voyez ici.

x4

5ix e 7 %10 axt
aa—l—\:r(4+————+——'—-—+——-— 5 B
za 8a) 1645 1847 264% 10340t
aa
o xx
x4
o —
=
s o
‘;0 X X%
40> 8a% 64a8
0
Sat  64af
e H0 ofR
b, d—— =
844 164a¢ 116a®
sed  x1° 5 &ec.
64a®  64a®

. _2Et, &

+—
12848 2564

x| &e,
s12a’®
x* x4 X6
La Racing fe trouve donc étre @ = -, — 575 + s &
On peut obferver que vers la fin de’ lO ération je néglige tous
fes Termes dont les Dimenfions furpaffent rs Dimenfions du der-

nier Terme , ceft-da-dire du Terme auquel je veux finir ma fuite,
P
par Exemple, -+
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X1I. En changeant I'ordre des Termes , c'eft-d-dire en écrivant
N aa_ at ‘ sat
~ ¥ —aa la Racine fera ¥ o 5= 55+ 1o — Sy &Ke
5 q xx & i
XIIL Ainfi laRacinede @ 2w x x cﬂd—-‘—:—s—:-;— !1“-; e

XIV. La Racine de x— v eft x} ——
XV.Cellede zat-bx—xxelt a
XVL Ec/ iknez op tbiass

1=~

i xS, &e .
T e & en di-

vifant atucllement, on aura
4705 BN e s 43 6
teegby g 6 Nt D P ke,
i i R
T g ab —-—

En I

:
—7 — T ab

X VII. Mais ces Opérations peuvent étre abregées par une pré-
. . N Ldaxx
paration convenable. Dans 'Exemple précedent V = fila

T

Forme du Numerateur & du Dénominateur n'avoit pas été la mé-
me, jaurois pi les multiplier rous deux par v 7=y, ce qui au-

Vigast —abxt
roit produit ___—0 , auquel cas il ne refte plus qu'a ex-

1—bxx

traire la Racine du Numerateur feulement, & la divifer par le Dé-
nominateur,

XVIIL Je mlimagine quen voila affez pour faire connoirre
comment on peut extraire les autres Racines , quelque compli-
quées quelles foient, comme

————

i 3

¥ =VTZwx V¥ axt—at AN

— yim————————) & les reduire & une
Vitztaay ,‘;)

2 -

fuite infinic de Termes Simples.
De Lz Reduttion des Equarions Affeiiées.
XIX. Tlfaut que nous entrions dans un détail un peu plus grand,

pour expliquer comment on doit reduire Jes Racines de ces Equa-
tions & des fuites infinics ; car cc que les Géomettres nous ont donné



e

DES FLUXIOUNSGS. 7
fur les Equations en Nombres, cft extrémement embarafl¢, & chargé
d'Opéranons fuperflués; de forte qu'on ne peut prendre fur cela un
bon Modele pour faire les mémes Opérations en Efpeces. Je ferai
dosc voir d’abord comment fe doit faire en Nombres la Reduction
des Equarions Affectées, & enfuite jappliquerai la Methode aux
Efpeces.

X X. Soit 'Equation y3 — 2y — 5 = reduire en fuite infinic,
prenez un Nombre comme 2, qui ne differc pas d'unc de fes di-
xiemes Parties de la vraie valeur de la Racine, & faites 2 +-p =y,
fubftituez 2 = p pour y dans I'Equation donnée, & vous aurcz
73 == 6p2 == 10p— 1==0, dont il faut chercher la Racine pour I'a-
jotiter au Quotient; rejettez p3 —6p* & caufe de fa peritefle, il reftera
10p—1=0, ou p==0,1,ce qui eft trés-prisde la vraic valeur de
25 ceft pourquoi I'éerivant au Quotient, je fais 0,1 4-g=p, &
fubftituant comme auparavant, j'ai g3 =+ 6,3¢: == 11,23¢ =~ 0,061
=0, négligeant les deux premiers Termes , il refte 11,239 4
0,061 =0, 0u g==—0,004 & peu pres (& celacn divifant 0,061
par 11,23 jufqu’d ce qu'on air autant de Figares quil y a de places
entre les premieres Figures de ce Quortient & le principal Quorient
exclufivement, comme ici oit il a deux places entre 2 & 0,005 ) J'é-
cris donc— 0,005 4 dans lc Quotient , mais au-deffous parce que ce
Terme eft Négarif; & fuppofant —0,0054—+7=g¢, je fubflirue
comme auparavant, & je continue ainfi 'Opération aufli long-tems
qu'il convient, commeon le peut voir ci-deffous.

P—tr—3 F 310000000
-

482

Frossigs, &&=
rtp=y o B
—iy | —4—2p
=5 =
SOMME. — 1 10p = 647 4 p3 T
o1tg=p 4+ p | 000140037+ 0507+
62 | 4006 +r: 46
+1w0p |+ +10,
— -,
SOMME. + 0,061 11,2394 6,397 + ¢}

|— 0,0000001 5t 464~} 0,000081 48/ —3,0852/° 41

0,c00185728 —0,068e% 6y
+11239 0,060642 + 1123
I+ oot | owst
SOMME. - 0,00004 6 111620

—0,0000485 245 =7 1




La méthode de Newton

Newton (1664) : « De Analysi per aequationes numero terminorum
infinitas ». Récursif.

Raphson (1690) : « Analysis asquaetionarum ». Itératif.

Simpson (1740) « Essays on Several Curious and Useful Subjects in
Speculative and Mix'd Mathematicks, Illustred by a Variety of
Examples ». Itératif et différentiel.
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fur les Equations en Nombres, cft extrémement embarafl¢, & chargé
d'Opéranons fuperflués; de forte qu'on ne peut prendre fur cela un
bon Modele pour faire les mémes Opérations en Efpeces. Je ferai
dosc voir d’abord comment fe doit faire en Nombres la Reduction
des Equarions Affectées, & enfuite jappliquerai la Methode aux
Efpeces.

X X. Soit 'Equation y3 — 2y — 5 = reduire en fuite infinic,
prenez un Nombre comme 2, qui ne differc pas d'unc de fes di-
xiemes Parties de la vraie valeur de la Racine, & faites 2 +-p =y,
fubftituez 2 = p pour y dans I'Equation donnée, & vous aurcz
73 == 6p2 == 10p— 1==0, dont il faut chercher la Racine pour I'a-
jotiter au Quotient; rejettez p3 —6p* & caufe de fa peritefle, il reftera
10p—1=0, ou p==0,1,ce qui eft trés-prisde la vraic valeur de
25 ceft pourquoi I'éerivant au Quotient, je fais 0,1 4-g=p, &
fubftituant comme auparavant, j'ai g3 =+ 6,3¢: == 11,23¢ =~ 0,061
=0, négligeant les deux premiers Termes , il refte 11,239 4
0,061 =0, 0u g==—0,004 & peu pres (& celacn divifant 0,061
par 11,23 jufqu’d ce qu'on air autant de Figares quil y a de places
entre les premieres Figures de ce Quortient & le principal Quorient
exclufivement, comme ici oit il a deux places entre 2 & 0,005 ) J'é-
cris donc— 0,005 4 dans lc Quotient , mais au-deffous parce que ce
Terme eft Négarif; & fuppofant —0,0054—+7=g¢, je fubflirue
comme auparavant, & je continue ainfi 'Opération aufli long-tems
qu'il convient, commeon le peut voir ci-deffous.

P—tr—3 F 310000000
-

482

Frossigs, &&=
rtp=y o B
—iy | —4—2p
=5 =
SOMME. — 1 10p = 647 4 p3 T
o1tg=p 4+ p | 000140037+ 0507+
62 | 4006 +r: 46
+1w0p |+ +10,
— -,
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Pl=—zcye—js=o ~= 2,10000000
- 2,007448¢2

"-}- 1,0945§143, &=}

3 48 = rp b6yt 4t

2p=y o+
— iy -—f—12p
ya - 7 Sl
SOMME. : —I+'°P+6[=+P3
o1tg=p + +o,oos+o,osq+o,,g PE -

-+ 6p* 0,06 <= 1,2
“+10p 4+ 4o,

-_— -1,
S O MM E. +0061+m1;4+6:s';’+f1’
— o0,0054+i=4q. + ?° |—0,00000015h 464} 0,000081 48— o,016 2 s
+ 6,3 ¢* 0,c00183728 —0,0680% +5,4»
+10,:39  |—o0,060642 + 11523
3+ o.061 Lt~ 0,061

SOMME. - 0.000°74 & = rr,1620

—0,0000485 2 s =7+
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pluficurs Dhncx}ﬁpns, filon c?\:rchc'n\'c\c z{c(tc‘cyaimdc les Figu-
res quiil faut ajotirer au Q'uoncn_u, cgﬂ-a-dnrc fi I.on extrait ainli la
plus petite Racine des trois dernicrs Termes des Equations; car cela
donnera & chaque Opération autant de Figures au Quctient.

XXIIIL Cette maniere de reduire les Equations numeriques va
nous conduire d celles des Equations litterales 5 mais il faut obferver.

K XIV.1°. Que I'un des Coetliciens litteraux, fuppofé qu'il y en
aic plus d’un,, doit éree diftingué des autres , lequel Coelicient eft ou
peut &ure (uppofé de beaucoup le plus grand, ou le plus petir de rous,
ou bien le plus approchant d'une quantité donnée; & cela parce que
fes Dimenfions augmentant continucllement dans les Numerateurs
ou dans les Dénominareurs des Termes du Quotienr, ces Termes
doivent devenir toujours moindres , & par conféquent le Quotient
doit toujours approcher de la vraic valeur de la Racine, comme on
peut le voir dans les Exemples de Reduction par la Divifion & I'Ex-
sraction de Racine de la Lettre x5 je m'en fervirai dans la fuite aufli-
bien que de la Lettre < pour marquer les Racines dont on cherche
Ja valeur, & je mefeevirai de y, 2, ¢, 7, 5, &c. pour exprimer les
Radicaux qu'il faut extraire.

XX V.22 Lorfque 'Equation contient des Fractions complexes,
ou des Quantds irrationelles, ou lorfqu’il s’en trouve aprés }\’Opé-
ration , il faut pour plus de facilic s'en débaraffer par les Methodes
que les Analyftes nous ont données pour cela. Comme fi Equation

propofée ¢roit 3 —= > — x3 ==0, il faudroit muldplier par
b— x, & tirer la Racine y du Produit by3 — xys —4=bby* — bx3 == x4

o oubien on peut fuppofer y (b— x) ==#, car en {crivant
au licu de y on aura 3 4= 4202 — 4353 = 3b2x4 — 3hxS 4= x6 =0,
dont, apres avoir tiré la Racine v, il faudra diviferle Quotient par
& — x pour avoir la valeur de y. De méme i 'Equation propofée
roit y3 — xyt 4= xi==0, on pourroit faire y=v & xF=x, ce qui
donneroit v6 — z3v 4= z4==0, dont, aprés avoir exrrait la Racine,
on tireroit par la Subftitution les valeurs de x &y, car ontrouvera
Ia Racine v ==z =3 + 615 , &c. & fubflituant, on auroir yi==y}
o x = 6x, &C.0u y =T == 2xT o= 1347, &e.

XXVI Et de méme il fe trouve des Dimeénfions Négarives
de x &y, onles fera difparoitre en mulripliant par x & y; comme
fi PEquation propofée ¢toit x5 m= 3.¢3y=1 —= 2l — 1 6y == 0, €n

multipliant par x & y5 , 0N aUrA ¥Ay3 == 33yt = 293 — 16 Ec
fi TEquation éroit xe=2— 25 = 25 Lipliant pa 3
quation Croit x== 1 - )7 = FEE) cn mulap: IJ]\(R})‘H) on
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AUEY Xy} ==ty e 2ady —= 3at, & ainfi des autres.

XXVIL 3o Aprés que I'Equation fera ainfi préparée, il fiut
commencer I'Opération par trouver le premier Terme du Quotient,
Nous allons donner une regle génerale pour cela , aufli-bien que
pour trouver les Termes fuivans, lorfgue PEfpece x ou < cft fup-
pofée petite, ce qui fervira pour les deux autres cas qui font reduc-
ubles a celui-ci.

XX VIIL De rous les Termes dans lefquels PEfpece Radicale
you p, q,r, &c. ne fe trouve pas, prenez celui qui ¢ft le plus bas
cu Cgard avx Dimenfions de PEfpece indéfinie x ou £; puls entre
les Termes dans lefquels cette Efpece Radicale y, fe trouve, choi-
fiffez-en un, tel que la Progreffion des Dimenfions de chacune de
ces Efpeces depuis le Terme que vous aurez pris d'abord , jufqu'
celui-c1, defcende le plus, ou monte le moins qu'il fe pourra; & i
I'Equation conticnt quelques autres termes, dont les Dimenfions
tombent dans certe Progreflion continuée a volonté, il faudra les
joindre aux deux autres , & égaler leur fomme rtotale & zero , ce qui
donnera la valeur de PEfpece Radicale quil faudea erire dans le

uotient.

Q X X IX. La Figure fuivante facilitera ufage , & donnera unc idée
plus claire de ceue regle. Divifez I'Efpace

Aunguliire ABC en petits Quarrés ou Pa- B [F|a 0T o et
ralellogrammes égaux, dans lefquels vous o [ | ear ] e | e
inferirez & & y felon leurs Dimenfions, —— =t
comme vous le voyez. Quand on vous il i ot o

propofera une Equation, marquez tous || o | o
tes Paralellogrammes qui correfpondent
rar leurs Dimenfions & tous les Termes
de 'Equartion ; puis appliqucz une Regle
4 'Angle du Paralellogramme le plus bas & main gauche de rous les
Paralellogrammes marqués , faites tourner certe Regle jufqua ce
qu'clle touche un ou plus d'un Paralellogramme marqué & main
droite, fans qu'elle quitte celui qui eft 2 main gauche ; prenez ces
termes que la Regle touche, & cn les égalant & zero, tirez-en I
quantité qu'il faut éerire au Quotient.

KX X. Parexemple pour tirer la Racine y de PEquation yé—s.y5

1 ¥ > 'tl’d
A C

‘*‘;;‘*-— Fatxtyt = Gaix 4=b*xt==0, je marque les Paralello.
orammes aufquels les termes de cette Equation appartiennent de la
Note , , puis japplique la Regle DE au plus bas Paralellogram-
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me marqué 3 main gauche,, &
je la fais tourner i maindroite, B
jufqu'a ce quelle rouche un ou
plus d'un aucre Paralellogramme " |
marqué; je vois queceux qucile AN
touche appartiennent & 3, x2y2
& y¢ je prens donc dans 'Equa-
tion les Termes de ces Dimen- -
fions , fcavoir y& — 7azx?y> 4= -
Ga3x3, & je les égale & zero 3 & pour avoir une Equation plus fim-
ple, je fais y = vV ce qui en fubflituant me donne v6.— 7v2 -6
=o, dont les Racines +vax & *+v24x me donnent chacune i
mon choix le premier Terme du Quotient, & cela felon la Raci-
ne de cette Equation que j'ai deflein de tirer. =
XX XL SiI'Equation propofée éroit ys — by == 9bx* — &: ,
je choifirols — 4y —4-96x2, dont jetirerai =+ 3x pour le premier Ter-
me du Quotient. i
X XIIL Dans Equation y3 —=axy —-aay — 3 — 243 =0,
je choifis y3 —-a2y — 243, & j'éeris au Quotient fa Racine —4-a.
XXXIII De méme dans PEquation wys — 5c0xp> — o563 ==

[ ]*

7
€7 =0, je prens x*yS —-¢7 ce qui me donne — V{r pour le premicr
Terme du Quotient, & ainfi des autres. -
XXX IV. Mais lorfqu'apres avoir trouvé ce Terme, il anive
que fa Puiffance cft Négative , jabaiffe I'Equation, c'eft-d-dirc je la
muliplic par cette méme Puiffance Négative, afin qu'il ne foit pas
necefhaire de le faire dans la Réfolurion, & outre ccla pour que la
Regle que nous donnerons pour retrancher les Termes fupertlus ,
puille ére appliquée comme il faur. Par exemple fi PEquation pro-
pofée éroit 8283 4= azéy* — 2749 = o0 le premicr Terme du Quo-
y
tient feroit %:—,- ainfi je multiplierai 'Equation par z-* & jaurai $z4y3
- axiy: —29a9%* == 0, de laquelle je chercherai la Réfolution.
XXXV. Par cette Methode continuée , on trouve les Termes
fuivans du Quotient, en les tirant des Equations fecondaires, ce qui
fe fait d'ordinaire plus aifément que 'Extradtion du premicr Terme,
car il fuffic de divifer le plus bas des Termes affectés de la perite
efpece x ou x2, x3,&c. &non affedtds de IEfpece Radicale p ou ¢,
7, &ec. par la quantité dont cette Efpece Radicale qui n’a qu'une
Dimenfion, eft affectée , fans ére affectée de IEfpece indéfinic; &
enfuite écrire au Quotient le Réfultat. Ainfi dans I'Exemple fuivant
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. X AX 131yt - .

e e Rl ST ’ 2
les Termes o == ;5 , &c. font produits parla Divifion dea®x,
H 131
3 axd, =T X3 Par ez,

XXX VL 1l nous refte maintenant & montrer la pratique de la
Réfolution. Soit donc pour Exemple I'Equation g3 —=azy oy —
243 — x3 =o, dont il faille tirer la Racine; j¢ choifis, comme je
Pai dit les Termes g3 =+ a*y — 243, qui érant égalés 3 zero, me
donnenty —« ==o, ainli j'cris =« dans le Quotient ; mais pat-
ce que —+ « n'eft pas la valeur complette de yijelisa4+p=y, &
je fubflitue dans I'Equation cette valeur dey, & parmi les Termes
73 == 3apt 4=axp  &c. qui en réfultent; je choifis de la méme fa-
con les Termes - ga%p ~-ay, qui ¢ant ¢galés & zero donnent p

. T G/ o 1 . . 1
=——x, j¢cris donc —Zxau Quotient; mais parce que — —x
. . I .
weft pas ka valeur exatte de p, je fais — Tx~=g==p, & fubfli-
tuant cetce valeur je choifis dans les Termes g3 —2 xg* ~344%,

ES

z

&e. qui en réfultent, les Termes g3 — Tax: qui érant égales a zero

xx 0 g . . 2
donnent g = que jécris au Quotient,, mais comme 1 eft pas

. . XX . .
fa valeur exalte de ¢, je fais 5;; +-r==4, & je fubfticuc comme
ci-deffus, ce qui fe peut continuer aufli long-tems qu'on voudra,

comme on peut le voir dans fa Figure fuivante,
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Cl[x] : anneau des polyndmes en x, i.e. Zf'(zo aix'.

C[[x]] : anneau des séries formelles en x, i.e. 3.~ aix’.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

C[x] : anneau des polyndmes en x, i.e. S5 a;x’.

C[[x]] : anneau des séries formelles en x, i.e. Y~ aix'.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

C[x] : anneau des polynémes en x, i.e. Zf(:o aix'.
C[[x]] : anneau des séries formelles en x, i.e. Y~ aix'.

C((x)) : corps des séries de Laurent en x, i.e. > .~ aix'.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

C[x] : anneau des polynémes en x, i.e. Zf(:o aix'.
C[[x]] : anneau des séries formelles en x, i.e. Y~ aix'.
C((x)) : corps des séries de Laurent en x, i.e. > .~ aix'.

C((x))* : corps des séries de Puiseux en x, i.e. ;. aix'/n.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

C[x] : anneau des polynémes en x, i.e. Zf(:o aix'.
C[[x]] : anneau des séries formelles en x, i.e. Y~ aix'.
C((x)) : corps des séries de Laurent en x, i.e. > .~ aix'.

C((x))* : corps des séries de Puiseux en x, i.e. ;. aix'/n.

Théoréeme : La cléture algébrique de C((x)) est C((x))*.




f(x,y) =y® —5xy® + (x3/a)y* — 7a°x%y? + 6a°x3 + b>x* = 0
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f(x,y) = yo —Bxy® + (x3/a)y4 —73°x%y? +6a°x3 + bx* =0
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y® —72°x%y? +6a°x3 =0



f(x,y) = y® = 5xy® + (x3/a)y* — 7a°x%y? + 6a°x°> + b°x* =0



F(x,y) = y® —Bxy® + (x3/a)y* — 7a®x%y? + 6a°x° + b°x* = 0
Equation approchée :

y® —72%x%y% +6a°x3 =0



F(x,y) = y® —Bxy® + (x3/a)y* — 7a®x%y? + 6a°x° + b°x* = 0
Equation approchée :

y® —72%x%y% +6a°x3 =0



F(x,y) = y® = 5xy° + (*/a)y* = 7a*x%y? + 6a°x° + b*x* = 0
Equation approchée :
V8 — 72222 4+ 62%x% = 0
X=X , y=cx
¢ —722?x0 +6a°x0 =0



f(x,y) = y® —5xy® 4+ (x3/a)y* — 7a®x°y? + 63°x3 + b°x* = 0
Equation approchée :
y® —72%x%y% +6a°x3 =0
X=Xxi ; y=cx

¢ —722?x0 +6a°x0 =0

c=+va ; +V2a
Quatre solutions approchées. La premiére :
y ~ /ax

On cherche a I'améliorer.



f(x,y) =y® —Bxy® + (x3/a)y* — 7a°x?y? + 6a°x> + b°x* = 0

y >~ +v/ax

x=x ; y=+Vax(l+y)
6

On substitue ces valeurs dans f = 0 et on simplifie par x7.

fi = —5a%x + b?x? + ax{ — 8a%y; — 253%2x1y1 + 4axitys
+8a%y? — 50a%/2x1y? + 6axity? + 20a%y;
—502%/2x1y3 + daxiyd + 1523y} — 2525/ 2x1yf
+axiyl +6a3y? — 53%/2xyp + a3yP

Le polygone de Newton est (1,0),(0,1). Donc, y; est une série
entiére en x;. CQFD.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

Attention |

A strictement parler, Newton ne démontre rien...

m Il n"aborde pas la question de la convergence.

m Il ne se pose pas la question de savoir si les exposants
rationnels qui apparaissent ont un dénominateur commun.



Le théoréme de Newton-(Puiseux)

Attention |

A strictement parler, Newton ne démontre rien...

m Il n"aborde pas la question de la convergence.

m Il ne se pose pas la question de savoir si les exposants
rationnels qui apparaissent ont un dénominateur commun.

Exemple : y = >, x2=27" est une solution de V24 x2y+x2=0

en caractéristique 2.
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C{x} : anneau des séries convergentes en x, i.e. > ;~qaix'.

C{{x}} : corps des séries de Laurent convergentes en x, i.e.

Zi;io a,-x’.

C{{x}}* : corps des séries de Puiseux convergentes en x, i.e.

~l/n
ZI‘\/I'O a;X :



Le théoréme de Puiseux 1850

C{x} : anneau des séries convergentes en x, i.e. > ;- qaix'.

C{{x}} : corps des séries de Laurent convergentes en x, i.e.

ZiZio a,-x’.

C{{x}}* : corps des séries de Puiseux convergentes en x, i.e.

vi/n
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Le théoréme de Puiseux 1850

C{x} : anneau des séries convergentes en x, i.e. > ;- qaix'.

C{{x}} : corps des séries de Laurent convergentes en x, i.e.

ZiZio a,-x’.

C{{x}}* : corps des séries de Puiseux convergentes en x, i.e.

vi/n
Zl-zl-oa,x/.

Théoréeme : La cléture algébrique de C{{x}} est C{{x}}*.




Victor Puiseux 1820-1883




Victor Puiseux 1820-1883




Formulation moderne

m Un (germe de) courbe analytique est défini par F(x,y) = 0 ou
F est une fonction holomorphe définie dans un voisinage de
I'origine de C2.

m Un (germe de) courbe paramétrée est I'image d'une fonction
holomorphe injective f : (C,0) — (C2,0) telle que
f(0) = (0,0).

Théoreme : Toute courbe analytique est la réunion des images d'un
nombre fini de courbes paramétrées (les « branches »).




Le /ink de la courbe F = 0 est :

{(,y)] F(x,y)=0 et R(y)=eceR}CR’










