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LORSQU’ON' doit tranfporter des terres d'un lieu dans un
autre, on a coutume de donner le nom de Déblai au
volume des terres que T'on doit tranfporter, & le nom de
Remblai a Tefpace qu'elles doivent occuper apres le tranf:pogt.
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Analysis

118 M£MOIRES DE L'AcADEMIE Rovatrs

MEMOIRE*

SUR LE CALCUL INTEGRAL
DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FARTIELLES.

Par M. Mo~ G E

TOUT ce que je me propole de dire fur cet objet,
étant fondé fur le procédé que j'ai expofé dans le
Mémoire précédent , pour faire dilparoitre, au moyen
de {a différenciation , les fonctions arbitraires qui font
comprifes dans une équation intégrale , je vais reprendre
ici ce procédé, pour le développer avec plus de clarté,
& lPappliquer enfuite & Pintégration des équations aux
différences partielles.

Je commencerai d'abord par les équations linéaires du
premier ordre ; je patlerai enfuite & par degrés a celles
des ordres fupérieurs, & je terminerai ce Mémoire par.
quelques confidérations fur les ¢quations élevées.
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Some dates

Euler : 1707-1783
Lagrange : 1736-1813
Condorcet : 1743-1794
Monge : 1746-1818
Laplace : 1749-1827
Legendre : 1752-1833
Lazare Carnot : 1753-1823
Fourier : 1768-1830

Gauss : 1777-1865

Etienne Ghys



Louis 15 : 1710-1774
Louis 16 : 1754-1793
Robespierre : 1758-1794
Danton : 1759-1794
Napoléon : 1769-1821

«40)>» «F»r 4

it
-
it
v
[y

DA



m Until ~ 1789 : Science.
1789-1796 : French Revolution.
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m 1789-1796 : French Revolution.
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Biography
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Military school in Mézieres
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| - “défilement”
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Il - Cutting stones
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Euler and curvature of surfaces : 1763
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RECHERCHES

§UR
LA COURBURE DES SURFACES

PAR M. EULER

our connoitre la courbure des lignes courbes, la détermination du
rayon ofculareur en fournic la plus julte mefure, en nous préfen-
tant pour chague point de la courbe un cercle, dent la courbure eft
précifément laméme.  Mais, quand on demande la courbure d'une
furface, la queftion eft fort équivoque, & point du tout fufceptible
d'une reponfe abfoloe, comme dans le cas précédent. Il n’ya que
les furfaces fphériques dont on puiffe mefurer la courbure, atrendu
que la courbure d’une fphere eft la méme que cclie de fes grands cer-
cles, & que (on rayon cn peut ére regardé comme I jufte mefure,
Mais pour les autres furfaces on n'en fiuroit méme comparer la cour-
bure avec celle d'une {phere, comme on peur roujours comparer la
courbure d'unc ligne courbe avee celle d'un cercle; la raifon en eft
évidenze puisque, dans chague point d’une furface, il peut y avoir uie
infinité de courbures difiérentes.  On n'a qui conlidérer la furface
d'un cylindre, ol [¢lon les direftions paralleles 3 'axe il n'y 2 aucune
courbure, pendant qre dans les fections perpendiculaires & axe, qui
font des csrcles, la courbure eft la méme, & que toute autre feftion
faite obliquement i 'axe donne une courbure particuliere. Il en elt
de méme de toutcs les aurres furfazes, ol il peut méme arriver que
dans un fens la courbure foir convexe, & dans un autre concave,
comme dans celles qui reffemblent d une Klle.
Done la queltion fiar la courbure des furfaces n'eft pas foftepti-
ble d'une réponte fimple, mais clle exige 4 la fois unc infinité de déter-
mi-
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Euler and curvature of surfaces : 1763
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Euler and developable surfaces : 1770

DE
SOLIDIS @VORVM

SVPERFICIEM IN PLANVM
EXPLICARE LICET.

Auctore

L. EVLER®D

I

otiffima eft proprietas cylindti et coni, qui
corum fuperficiem in planum explicare li-
cet atque adeo haec proprietas ad omnia
corpora cylindrica et conica extenditur
quorum bafes figuram habeant quamcunque ; contra
vero fphaera hac proprietate deflituitur , quum efus
fuperficies nullo modo in planum explicari neque
fuperficic plana obduci queat; ex quo nafcitur quae-
{tio aeque curiofa ac notatu digoa, vtrum practer
conos et cylindros ‘alia *quoque corporuin genera,
exiftant , quorum fuperficiem  itidem in plinum ex-
plicare liccat nec ne? quam ob rem in hac . differ-
tatione fequens confiderare conflitui Problema
Tnuenive acquationem : gengralem: pro- omnibus Jolidis,
‘quorum [uperficiem in planum explicare fises , cuius fo-
lutionem wvariis modis fum agreffurus, -
A e - SoLv-
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Monge and developable surfaces : 17_




Developable surfaces

m Envelope of a one parameter family of planes.
m The surface swept by all tangent lines to a space curve.

m A ruled surface whose tangent plane is constant along the
generating lines.

m A surface “applicable” on a plane.
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Developable surfaces : Monge
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Developable surfaces : Monge
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Developable surfaces : Monge
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Developable surfaces, a la Lebesgue : 1899
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Developable surfaces, a la Lebesgue :
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Developable surfaces, a la Lebesgue : 1899 -

J. Leys
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C! flat surfaces

Every riemannian compact orientable surface, for example a flat
torus, can be C! embedded isometrically in R3.

Nash (1954), Kuiper (1955), Gromouv...
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Developable surfaces 2011 : Borrelli, Jabrane, Lazarus,
Thibert
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Developable surfaces 2011 : Borrelli, Jabrane, Lazarus,
Thibert
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Developable surfaces 2011 : Borrelli, Jabrane, Lazarus,
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Developable surfaces 2011 : Borrelli, Jabrane, Lazarus,
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Déblais et remblais : 1781

MEMOIRE

= SUR LA
THEORIE DES DEBLAIS
ET DES REMBLAIGS

\—h_
Pir M. M o N GE.

LORSQU’ON doit tranfporter des terres d’un lien dans un
autre, on a coutume de donner le nom de Déblai au
volume des terres que on doit tranfporter, & le nom de
Remblai i Vefpace qu'elles doivent occuper apreés le tranfport.

Le prix du tranfport d’une molécule étant, toutes chofes
dailfeurs égales, proportionnel 2 fon poids & 2 U'efpaceuon
Iui fait parcourir, & par conféquent fe prix du tranfport total
devant étre proportionnel a la fomme des produits des molé-
cules multiplides chacune par l'efpace parcouru , il senfuit
que le déblai & le remblai étant donnés de figure & de
pofition, il et pas indifférent que telle molécule du déblai
foit tranfportée dans tel ou tel autre endroit du remblai,
'mais qu'il y a une certaine diftribution  faire des molécules
di premier dans e fecond, d’apres faquelle la fomme de ces
produits fera la moindre poffible, & le prix du tranfport total
{era un minimumn. ’

- - ~ x

Etienne Ghys



Déblais et remblais : 1781

XXXVL

La folution de ce probléme, wil edt étt? trés-diﬂif:ille de
trouver par les méthodes ordinaires des maximum & minimum,
eft wrés-éloignée d'étre applicable @ 12 pratique , tanta caufe
‘des difficultés que Panalyfe peut préfenter, que parce élue
nous ne fommes pas dans Phypothéfe de la nature: en effet,
dans le tranfport des terres, chaque fnolécule/ne peut pas
toujours fuivre la droite menée du point du départ au point
darrivée; on ne peut que la trainer fur la furface du terrein
dont, 3 caufe de fa pefanteur, elle doit fuivre les fmuomes,
fur - toyt daps le fens vertical. (_Jes conﬁz,i_érauons nous
aproient empéché de traiter ce dernier cas » s'il ne nous efit
fourni Poccafion de publier quelques proprfétés nox}v?lles &
temarquables des furfaces courbes confidérées en général,

« The solution of this problem is far from being usable in
practice... »

« This gives us some opportunity to publish some new and
remarkable properties of curved surfaces. »
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Déblais et remblais : 1781

The two-dimensional problem.

PREMIERE PARTIE

Du tranfport des aires planes_fur des aires comprifes dans
un méme plan.

Etienne Ghys



Déblais et remblais : 1781

« Routes can only intersect at endpoints. »

IL

Lorfque le tranfport du déblai fe fait de manicre que la
fomme des produits des molécules par l'efpace parcouru eft
un minimnm , les routes de deux points quelconques 4 & B, Fig.1.
ne doivent pas fe couper entre leurs extrémitds, car la fomme
Ab —~ B a, des routes qui fe coupent , eft toujours plus
grande que la fomme A a — B 4, de celles qui ne fe
coupent pas.

Je fuppoferai dans la fuite que le déblai foit d'une denfité
uniforme, & qu'il foit divifé en molécules égales entre elles,
afin que fa quettion foit fimplifiée & réduite 4 faire en forte
que la fomme des routes foit un minimum,
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Déblais et remblais : 1781

Etienne Ghys



Déblais et remblais : 1781

« This being said, all the previous discussion can only be true if
o>

« Otherwise, the previous solution is illusory. »

; cela pofé, tout ce qui précede
n'eflt exact que lorfque fa partie § IV / de cette cauftique
{e wrouve toute enticre au-deld des déblais par rapport =ux
remblais, ou au-deld des remblais par rapport aux déblais;
lorfque Tarc § N [ fe trouve , m¢me en partie, dans le
déblai, ou dans le remblai, ou entre les deux; la folution
précédente eft illufoire. T
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Déblais et remblais : 1781

« In this case, one should subdivide the déblai and the remblai in
two parts and apply the previous technique to each part. »

Dans ce cas, pour reiouusc ia
gueftion, il faut divifer le déblai en deux parties par une
courbe, & le remblai en deux parties par une autre courbe,
& chercher quelles doivent étre ces deux courbes, pour que
les deux parties du déblai étant tranfportées {éparément par
la méthode précédente fur les deux parties correfpondantes
du remblai, Ia fomme des produits des molécules par les
efpaces parcourus, {oient un minimum, queftion qui eft de
nature  étre traitée par la méthode des maxima & minima
des formules indéfinies.
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Congruences
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Congruences
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Déblais et remblais : 1781

Part 2

Déblai and remblai in dimension 3

If, through every point in a plane, one draws a straight line,
according to any rule, and if one considers one of these lines, | say
that among those lines which are infinitesimally close to it, only two
of them intersect it and are therefore in the same plane. »

SECONDE PARTIE
Des Déblais & Remblais dans le cas des trois dimenfions.
AVANT que dentrer en matiére, je vais ¢tablir quelques

propofitions de Géomctrie, fur lefquelles font fonddes les
recherches fuivantes.

XTIX.

Si par tous les points d'un plan, I'on congoit des_droites
menées dans V'elpace, fuivant une loi quelconque, & quion
confidére une de ces droites, je dis que de toutes celles qui
f'environnent & qui en fon_t infiniment proches, il n'y en
a généralement que deux qui fa coupent, & qui foient par
conféquent dans un méme plun avec elle.

= i e # ’ - "
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(Alx,y), B(x,¥),1).

m For each point (x,y,0), one considers the line generated by

At (x + dx,y + dy,0), the line is generated by
(A+ dA, B+ dB,1).

it
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Proof

m For each point (x,y,0), one considers the line generated by
(A(x,y), B(x, y),1).

m At (x + dx,y + dy,0), the line is generated by
(A+ dA, B+ dB,1).
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Proof

m For each point (x,y,0), one considers the line generated by
(A(x,y), B(x, y),1).

m At (x + dx,y + dy,0), the line is generated by
(A+ dA, B+ dB,1).

m Coplanar if

dx dy 0
A B 1|=o.
A+ PBdx+38dy B+9Bdx+9Bdy 1
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Proof

m For each point (x,y,0), one considers the line generated by
(A(x,y), B(x, y),1).

m At (x + dx,y + dy,0), the line is generated by
(A+ dA, B+ dB,1).

m Coplanar if

dx dy 0
A B 1|=0.
A+ PBdx+38dy B+9Bdx+9Bdy 1
dy

m Second degree equation in 3~.

Etienne Ghys



A counter-example

J. Leys
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Déblais et remblais : 1781

« It follows that the lines are nothing but the intersections of.two
families of developable surfaces such that any surface of.the first
family intersects each one of the second family along a line. »

- il s’enfuityque
toutes ces droites ne font autre chofe que les interfe@ions de
deux fuites de furfaces développables, telles que chaque fur-
face de la premitre fuite coupe toutes celles de a feconde
en lignes droites, & réciproquement,
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Déblais et remblais : 1781

XXIL

Quoique cette propofition ne femble avoir qu'un rapport
éloigné avec la belle théorie des rayons de courbure des
furfaces courbes qu'a donnée M. Euler, dans les Mémoires
de I'Académie de Berlin, année 1760 ; cependant, {i jofe
parler ainft, elle compléte le travail de cet illuftre Géometre
fur cette mati¢re : car les deux points ou chaque normale
eft coupée par les deux normales voifines, font précifément
les extrémités des deux rayons de plus grande & de moindre
courbure, en forte que I¢s interfections de la furface cou:be
avec les furfaces développables qui compofent la premiére
fuite, font les lignes de moindre courbure de lu furface, &
que fes interfections avec les furfaces développables qui coms
polent T'autre fuite font [es lignes de plus grande courbure.
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Déblais et remblais : 1781

« Even though this seems to be unrelated to the theory of curved
surfaces, as given by Euler, this completes the work of this
illustrious geometer. ... »

Etienne Ghys
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Déblais et remblais : 1781

Back to the optimal transport in dimension 3.

The routes will define a congruence.

Monge claims that « it is obvious » that the two families of
developing surfaces have to be orthogonal ?

Monge « proves » that this implies that the congruence of lines is
the congruence of normals to some surface.

Given the déblai and the remblai, we have to determine this
surface...

Etienne Ghys
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.
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3 >
R1+r

dl'/dl=(R1+r)/R1= (1+k1l.r)




Déblais et remblais : 1781

.. PR
* équation de la furface 3 laquelle toutes.
les routes doivent étre normales, fera
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Déblais et remblais : 1781

Cette équation étant aux différences fecondes partielles ,
sintégrera de deux manitres aux différences premiéres , ce

. . dy d7’
qui dorme;a deux équations en 75,—. & % , ouenp’ & 4/,

& déterminera ces deux quantités, dont les valeurs en x/, Jy &
2/ lubftituées dans les équations (A) & (B ) donneront les
équations demandées de {a route du point dont les coordon-
nées font x, y & 7. Quant aux deux fon&ions arbitraires
Intreduites par ces deux intégrations, on en déterminera Ia
forme par cette confidération que dans tous les fens les routes
extrémes tangentes au volume du déblai, doivent aufli étre
tangentes au volume du remblai.

Etienne Ghys



m 1792 : Minister.

1793 : expert in the “comité de salut public”..
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m 1792 : Minister.

m 1793 : expert in the “comité de salut public”..

1794 : founder ot the “école centrale des travaux publics”
‘école polytechnique”
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The Revolution

m 1792 : Minister.
m 1793 : expert in the “comité de salut public”..

m 1794 : founder ot the “école centrale des travaux publics”,
“école polytechnique”.
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The Revolution

m 1792 : Minister.
m 1793 : expert in the “comité de salut public”..

m 1794 : founder ot the “école centrale des travaux publics”,
“école polytechnique”.

m 1795 : I'école normale de I'an IlI.
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L'école normale de I'an Il : I'enseignement révolutionnaire

DECHEL.
DE LA™
CONVENTION
9 BRUMAIRE

AN I

ECOLE NORMALE
SUPERIEURE
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L'école normale de I'an Ill : I'enseignement révolutionnaire
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Curvature lines on ellipsoids
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Monge and ltaly

£.CONOMIE DOMESTIQUE.

FABRICATION DES FROMAGES DE LODEZAN,

Lonsque Monge était en Italie, il eut l'occasion de voir fabri-
quer ces énormes masses de fromage connu sous le nom de par-
mésan, et renommés pour le grand usage qu'en font les Italiens
dans Fassaisonnement de leurs pétes et d’une foule de leurs mets,
Celtg fabrication Ini parut offric beaucoup d'intérét pour notre
économie domestique. Comme il ne négligeait sucune occasion,
aucun moyen de se rendre utile & son pays, il suivit attenti~
vement loutes les manipulations de cette fabrication, Le mé-
moire oh elles sont décrites est inséré dans le trente-denxiéme
volume des Annales de chimie, page 287, Cette description est
compléte, claire et précise, comme toutes celles données par
Monge, : : B
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Le comte de Péluse
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Gaspard Monge (1746-1818)
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