La forme de la Terre :
un probléme mathématique ?
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MacLaurin (1742)



Ellipsoide de MacLaurin
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Jacobi (1834)



Ellipsoide de Jacobi
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Sur I’équilibre d’une masse fluide
animée d’'un mouvement de rotation,

Acta Mathematica 7 (1885), 259-380.

Poincaré (1854-1912)



La famille des MacLaurin

dépendant d’un parametre




Bifurcation







Bifurcation en présence de symeétrie







T = P’espace des formes concevables pour la terre.

U = énergie totale (gravitationnelle + cinétique) de la terre
tournant a vitesse constante avec un moment d’inertie L

On cherche les « points critiques » de la fonction U définie

sur ’espace T (de dimension infinie), dépendant d’un

parametre L.

Les solutions dépendent de L et subissent des
« bifurcations » lorsque la dérivée seconde de U présente
des valeurs propres nulles.

La fonctionnelle U est symétrique : invariance par les
rotations



Le chapeau mexicain




MacLaurin

Jacobi




La bifurcation MacLaurin-Jacobi




Poires

Jacobi .

MacLaurin




Bifurcations MacLaurin-Jacobi-Poires
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Etant donné un ellipsoide de Jacobi de moment L, il
faut calculer la dérivée seconde de D’énergie dans
I’espace des formes possibles, voisines de ’ellipsoide.

Une telle forme est décrite par une fonction sur
Pellipsoide : la « hauteur » par rapport a ’ellipsoide.

Il faut donc faire de « Panalyse harmonique » sur
Pellipsoide :

Fonctions de Lameé, analogues aux harmoniques
sphériques.



Quadriques homofocales
et coordonnées elliptiques

72 | 2 . . L
a2 — X\ b2—X\ -\
D<a<b<ec

A< a ellipsoide
a< \N<b Hyperboloide a4 une nappe
b< A<c Hyperboloide a deux nappes

c < A\ vide






La suite...

Jeans 1917

Darwin 1906



E. Cartan 1924 Chandrasekhar 1960



La « poire » de Poincaré...
origine des satellites ???

le role de I’'1mage.







« The grand mental panorama that was thus
created was so intoxitacing that those
following Poincaré were not to recover from
its pursuit. »

« And at this point the subject quitely went to
a coma. »

(Chandrasekar)



La « vraie ) suite ?

Le concept de bifurcation est devenu un concept
central en sciences

* Théorie des catastrophes (Thom 1960)

* Développement de ’analyse fonctionnelle pour
comprendre les problémes en dimension infinie.

e Théorie des bifurcations en systémes dynamiques,
transition vers le chaos.

* Brisures de symeétries en physique.



Théoreme de Thom

Lorsqu’un systéme dépend de moins de 4
parametres, i1l ne rencontre en général que 7 types
de catastrophes:

Le pli

La fronce

La queue d’aronde

Le papillon

L’ombilic elliptique
L’ombilic hyperbolique
IL’ombilic parabolique



Les sept catastrophes élémentaires de Thom
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Cliché 5

La fronce (catastrophe de Riemann-Hugoniot) en géologie : naissance d'une
faille (voir figure 5-3).

Daprés E Scherbon Hills, Elements of Structural Gavogy, Methuen, London, 1963,




Cliche 25

Nébuleuse plus ancienne en déferlement équatorial : NGC 4594,
D’aprés S. Chandrasekhar, Principles of Stellar Dymanucs, Dover, New York, 1960.

g " Clich¢ 25



Cliche 6, [1968]

L.a queue d'aronde en optique géométrique. La singularit¢ ponctuelle ¢bau-
chéeenC1 se dl'Pl“lk' en C2 (voir ligure 5-7).

Clhich¢ 6a



Cliche 29 [1975]

The hyperbolic umbilic in hydrodynamics : a wave breaking,

Cliche 29




Henri Poincare :

Les formes d’équilibre d’une masse fluide en rotation

Revue générale des Sciences, (3), 809-815 (1892).

« Mais je m’arréte la, 1l est itnutile de multiplier les
hypotheses puisque toutes ces questions doiwvent rester
provisotrement indecises. »



Un grand merci a Jos Leys !
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