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LE MONDE NON EUCLIDIEN.

Supposons [...] un monde renfermé dans [un grand cercle]
et soumis aux lois suivantes :

La température n'y est pas uniforme ; elle est maxima au
centre, et elle diminue à mesure qu'on s'en éloigne, pour
se réduire au zéro absolu quand on atteint [le cercle]
où ce monde est renfermé.

Je précise davantage la loi suivant laquelle varie cette
température. Soit R le rayon [du cercle] limite ; soit r la
distance du point considéré au centre de [ce cercle]. La
température absolue sera proportionnelle à R2 – r2.



Je supposerai de plus que, dans ce monde, tous les corps
aient même coefficient de dilatation, de telle façon que
la longueur d'une règle quelconque soit proportionnelle
à sa température absolue.

Je supposerai enfin qu'un objet transporté d'un point à
un autre, dont la température est différente, se met
immédiatement en équilibre calorifique avec son
nouveau milieu.

Rien dans ces hypothèses n'est contradictoire ou
inimaginable.



Un objet mobile deviendra alors de plus en plus petit à
mesure qu'on se rapprochera [du cercle] limite.

Observons d'abord que, si ce monde est limité au point
de vue de notre géométrie habituelle, il paraîtra infini
à ses habitants.

Quand ceux-ci, en effet, veulent se rapprocher [du
cercle] limite, ils se refroidissent et deviennent de plus
en plus petits. Les pas qu'ils font sont donc aussi de plus
en plus petits, de sorte qu'ils ne peuvent jamais atteindre
[le cercle] limite.



Si, pour nous, la géométrie n'est que l'étude des lois
suivant lesquelles se meuvent les solides invariables ;
pour ces êtres imaginaires, ce sera l'étude des lois
suivant lesquelles se meuvent les solides déformés par ces
différences de température dont je viens de parler. [...]
Qu'on me permette pour abréger le langage, d'appeler
un pareil mouvement déplacement non euclidien.

Ainsi des êtres comme nous, dont l'éducation se ferait
dans un pareil monde, n'auraient pas la même
géométrie que nous. [Si ces êtres imaginaires]  fondent
une géométrie, [...]  ce sera la géométrie non
euclidienne.





Théorème : Dans un triangle non euclidien,

- les trois bissectrices

- les trois médiatrices (si elles se rencontrent…)

- les trois médianes

- les trois hauteurs,

sont concourantes.



Le théorème du cercle des 9 points
en géométrie  non euclidienne ? 





Théorème : 
Si les angles d’un polygone sont des diviseurs
de  π, les symétries par rapport aux côtés
de ce polygone engendrent un groupe de 
réflexions qui permet de paver le plan
non euclidien tout entier et sans chevauchement. 



Jos Leys







Le disque de Poincaré

 est

homogène et isotrope







Théorème : 
Le rayon du cercle inscrit à un triangle est borné !

Corollaire : les triangles sont fins.



Définition (Gromov) : Un espace métrique (E,d)
est hyperbolique si tous les triangles sont fins,
i.e. s’il existe une constante δ>0 telle que pour
tout triangle, chacun des côtés est à distance 
inférieure à  δ de la réunion des deux autres.

Définition : un espace métrique (E,d) est 
géodésique si deux points quelconques sont reliés 
par une géodésique, c’est-à-dire une courbe
Dont la longueur est égale à la distance entre
 ces points. 



Dans un espace métrique hyperbolique, 
un ensemble fini à n éléments peut être 
approché par un arbre avec une erreur
logarithmique en n.



Géométrie hyperbolique « à la Gromov »

- Groupes hyperboliques, groupes aléatoires

- Variétés à courbure négative

- Immeubles de Tits hyperboliques







Gauss à Schumacher

12 juillet 1831



Problème : Est-il possible de plonger
isométriquement le disque de Poincaré
dans l’espace euclidien ?



Tractrice, courbe du chien



Pseudosphère



Le modèle en papier de
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The institute for figuring

http://www.theiff.org/







Théorème (Hilbert) : 

Il n’y a pas de plongement (isométrique, de
Classe C2) du disque de Poincaré dans l’espace
 euclidien.

Tchebitchev : Sur la coupe des vêtements (1878) 



Théorèmes :
(Blanusa,Gromov)

 Le disque de Poincaré se plonge
isométriquementdans un espace euclidien de
dimension 6, de manière infiniment
différentiable.

(Nash)
 Le disque de Poincaré se plonge
isométriquement dans l’espace euclidien de
dimension 3, mais seulement de manière une
fois différentiable.



(Gromov)
Toute boule contenue dans le disque de
Poincaré peut se plonger isométriquement dans
l’espace de dimension 5 de manière infiniment
différentiable.

Question : 
le disque de Poincaré se plonge-t-il 
isométriquement dans un espace  euclidien
de dimension 4,
de manière infiniment différentiable ?



Peut-on plonger le disque de Poincaré 
dans un espace euclidien de 

manière «naturelle» ?

On cherche un plongement

p: Disque          Euclidien

 tel que :

Pour tout déplacement (isométrie) f de D,

 il existe un déplacement F de E tel que

 p ο f = F ο p.

Réponse : Non ! Exercice…



Théorème : 
En revanche, il est possible de plonger le disque
de Poincaré, de manière naturelle, 
dans un espace euclidien de dimension infinie 
(i.e. un espace de Hilbert).

Démonstration pour le cas d’un arbre :



1

Arbre  L2(Arbre)



Les axiomes géométriques ne sont donc ni des
jugements esthétiques a priori ni des faits
expérimentaux. Ce sont des conventions ; notre
choix, parmi toutes les conventions possibles, est
guidé par des faits expérimentaux ; mais il reste
libre et n'est limité que par la nécessité d'éviter
toute contradiction. C'est ainsi que les postulats
peuvent rester rigoureusement vrais quand
même les lois expérimentales qui ont déterminé
leur adoption ne sont qu'approximatives.

En d'autres termes, les axiomes de la géométrie
[…]ne sont que des définitions déguisées.



On voit que l'expérience joue un rôle
indispensable dans la genèse de la géométrie ;
mais ce serait une erreur d'en conclure que la
géométrie est une science expérimentale, même
en partie. Si elle était expérimentale, elle ne
serait qu'approximative et provisoire. […]La
géométrie ne serait que l'étude des mouvements
des solides ; mais elle ne s'occupe pas en réalité
des solides naturels, elle a pour objet certains
solides idéaux, absolument invariables, qui
n'en sont qu'une image simplifiée et bien
lointaine. La notion de ces corps idéaux est
tirée de toutes pièces de notre esprit et
l'expérience n'est qu'une occasion qui nous
engage à l'en faire sortir.



Ce qui est l'objet de la géométrie, c'est l'étude
d'un « groupe particulier» ; mais le concept
général de groupe préexiste dans notre esprit au
moins en puissance. Il s'impose à nous, non
comme forme de notre sensibilité, mais comme
forme de notre entendement. Seulement, parmi
tous les groupes possibles, il faut choisir celui qui
sera pour ainsi dire l'étalon auquel nous
rapporterons les phénomènes naturels.
L'expérience nous guide dans ce choix qu'elle ne
nous impose pas ; elle nous fait reconnaître non
quelle est la géométrie la plus vraie, mais quelle
est la plus commode.



Une géométrie, c’est un groupe

Classer les groupes ? 

Description des groupes de Lie simples
 (Lie, Cartan, etc…)

Description géométrique des groupes
engendrés par une partie finie ?

La majorité d’entre eux sont
hyperboliques au sens de Gromov…





Le savant digne de ce nom, le géomètre surtout,
éprouve en face de son œuvre la même
impression que l’artiste ; sa jouissance est aussi
grande et de même nature. Si je  n’écrivais pas
pour un public amoureux de la Science, je
n’oserais pas m’exprimer ainsi : je redouterais
l’incrédulité des profanes. Mais ici, je puis dire
toute ma pensée. Si nous travaillons, c’est moins
pour obtenir ces résultats positifs auxquels le
vulgaire nous croit uniquement attachés, que
pour ressentir cette émotion esthétique et la
communiquer à ceux qui sont capables de
l’éprouver.


